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О РАЗЛОЖИМОСТИ ЭЛЕМЕНТОВ ВНЕШНЕЙ АЛГЕБРЫ СВОБОДНОГО МОДУЛЯ 

Г. Б. К л е й н е р 

1. Как известно, для полной разложимости m-вектора со £ Am(Un), где Un — 
n-мерное векторное пространство над полем А, необходимо и достаточно выполнение 
соотношений Плюккера между координатами со. Если те А — коммутативное целостное 
кольцо с 1, то условия Плюккера, оставаясь необходимыми, уже недостаточны для пол­
ной разложимости оз. Здесь для случая кольца Крулля рассматривается следующая 
задача: найти необходимые и достаточные условия представимости плюккерова (т. е. 
удовлетворяющего условиям Плюккера) m-вектора со в виде со = со4 Д . . . Д coft, 

т • 
где сог- £ A l(Un) — плюккеров т гвектор (i = 1, . . ., к), причем ттгь . . ., mft предпола­
гаются заданными. 

Пусть Т — Л-модуль без кручения и М — его подмодуль. Замыкание М модуля М 
в Т определяется как множество тех х £ Т, для которых существует а Ф 0 из А так, что 
ах £ М; М называется замкнутым в Т, если М = М. Пусть М — подмодуль ранга m 
в Un. Существует канонический гомоморфизм Ат(М) в Am(Un). Обозначим через Q(M) 
замыкание образа Ат(М) в A™(Un). 

О п р е д е л е н и е . Модуль М называется факториалъным, если Q(M) ^ А. 
Примеры факториальных модулей: 1) если А — кольцо Крулля, то замкнутый сво­

бодный подмодуль в Un факторна лен; 2) если А — факторна льное кольцо, то любой под­
модуль в Un факторна лен. Пусть div со — дивизор идеала, порожденного в А коор­
динатами со, и K(0z={x^Un: х /\(D = 0}. 

Л е м м а 1. Пусть А—кольцо Крулля, Un — свободный А-модуль ранга п, F( = 
= Ахц 0 . . . 0 Axim_ — подмодуль в Un (i= 1, . . ., k), причем F^-|~ . . . -J- J?k — прямая сумма. 

Тогда если /^ © . . . ф / ^ == /^ © . . . © / ^ , тш> div (хп Д . . . Д xim± Д . . . Д хы Д . . . Д xhm^ = 
= div (хп Д . . . Л x

imi) • • • div (xki Д .. • Д xkm^). 
Доказательство этой леммы существенно использует лемму 1 из [2]. 
Т е о р е м а 1. Пусть А — кольцо Крулля, Un — свободный А-модуль ранга п 

и со £ Ат (Un) — плюккеров вектор. Если (x) = d)1 Д . . . Д cofe, где C0j £ Л l (Un) — плюкке-
ровы векторы и div со = div со1 . . . div со ,̂ то Koi=^K(i) 0 . . . 0 К^ . Верно и некоторое 

обращение этого утверждения: если A~Q) = ikfi© . . . ф М ^ и все модули Mi, кроме, воз­
можно, одного, факториалъны, то сугцествуют плюккеровы со̂  £ Л l (Un) (пц — ранг Mi 
(i = 1, . . ., к)) такие, что со=со1 Д . . . Д со ,̂ причем div со = div coi .. . div co .̂ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что прямую часть теоремы достаточно доказать 
в предположении, что А — кольцо главных идеалов. Заметим, что условия этой части 
теоремы сохраняются при локализации по любому простому идеалу из А. Предположим, 
что для любого р£Р (где Р — множество всех простых идеалов в А высоты 1) Aw — 

= К 0 . . . 0 К . Нетрудно доказать, что для всякого замкнутого модуля М 
© 1 , Р й)^. Р 

над кольцом Крулля П М =М. Поэтому К^= П (А 0 . . . 0 А" ) = 
Р £ Р Р

 Р 6 Р ° ° b P C0fe, P 
= А ф . . . ©Ас о . Таким образом, мы вправе предположить временно, что А — кольцо 

. с о . со,-главных идеалов. Пусть со = — и со.= --—-—. Так как в кольце главных идеалов J div со г div COJ 

всякий плюккеров вектор вполне разложим [3], то ы^хц Д . . . Ах1т.ч гДе xij €&($.' 
причем xtl, . . . , xim^ свободно порождают Aw в силу равенства divco^ — 1 . Но CU' = 
= со̂  Д . . . Д со̂  и div со' = 1, поэтому хп, . . . , xkm в совокупности свободно поро­
ждают К а, откуда А ^ ^ А ^ ф . . . @Kak-

Обратно, пусть K^ — Mi 0 . . . ©М& и, скажем, Мъ . . . , M^-i— факториальные 
модули. Из факториальности М^ следует существование COJ £ Q (Mt) (i = l, . . . ,&—1) 
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с div со; = 1. Рассмотрим со* Л • • • Л ®k-i Л х\ Л • • • Л х
т » г Д е хъ • • •» # т —произ­

вольные линейно независимые элементы из М&. С точностью до некоторого at Ф 0 из А 
каждый <&i (i = l, . . . , к— 1) вполне разложим, причем если Ff — подмодуль в Un, 

порожденный векторами разложения COJ, то F^ © . . . 0 Ffi = K(0z=K 0 . . . © К^ = 

= -^1 © • • • © Fk- Поэтому для некоторых а, Ъ £ А в силу леммы 1 

d i v ^ W i A . - . A ^ f t - i A ^ i A . . . A « m J = d i v о з = ^ d iva ) ! . . . d i v c o ^ i d i v ^ A - • - Л ^ ) , 

а так как div co1— . . . = div cofe = 1, то div w = — div (#i A • • • Л - r
m )• Если теперь поло-

жить <Dfc = - £ - s i A . . . А * ш , то © = ©! A ••• A ©ft» гДе Wj 6 A (Un) (i= 1, . . . , &} 

и div со = d iv cof . . . d iv co^. 
С л е д с т в и е 1. В предположениях теоремы 1 следующие условия эквивалентны: 

(а) существуют разложимый к-вектор со̂  и плюккеров т — к-вектор со2 такие, что со = 
= « ! А ® 2 w div GD=div со2, (б) ЛГ^ ^AkQ)M, где М—некоторый А-модулъ. 

С л е д с т в и е 2. Пусть А — факториалъное кольцо, Un — свободный А-модулъ 
ранга п, co£Am(Un)—плюккеров вектор. Следующие условия эквивалентны: (а) суще­
ствуют плюккеровы векторы CDj £ Л l (Un) такие, что © = ©1 Д . . . Д со̂  и d iv со = 
= divco1 . . . d iv ©ft, (б) K^^K^i® . . . © К^ , где Mi—А-модулъ ранга nif. 

С л е д с т в и е 3. Пусть А — кольцо Крулля, Un—свободный А-модулъ ранга пу 

©1 £ АШ 1 (Un), ©2 £ Л т 2 (Un) — плюккеровы векторы и © = ©j A w2 Ф О- Тогда div (©i А ^г) — 
= div ©I d iv ©2, если и только если К(й=К ® К^. 

2. Кольцо А называется плюккеровым, если всякий плюккеров w-вектор со £ 
£ Л т(£7„) для любых п >> га >> 0 вполне разложим. Если это свойство выполнено для 
всякого w > 0 и п = т + 1, то кольцо называется ОР-кольцом. Существуют ОР-кольца, 
не являющиеся плюккеровыми, например, кольцо А = Z(~]/d), где d — целое число, сво­
бодное от квадратов и такое, что d = 1 (mod 4). 

Т е о р е м а 2. Пусть А — кольцо Крулля. Тогда следующие условия эквивалентны: 
(а) А — ОР-кольцо, (б) А — плюккерово. 

Ясно, что в доказательстве нуждается лишь импликация (а) =Ф (б). Основой дока­
зательства является следующая 

Л е м м а 2. Пусть А •—кольцо Крулля, £/4—свободный А-модулъ ранга 4 и © £ 
£ А2(£74)- Тогда существуют свободный А-модулъ F и 3-вектор о^ £ Л3(£/4) такие, что' 
Кт @F= Km . 

Д л я нетеровых колец вопрос о соотношении (9Р и плюккеровости решает 
Т е о р е м а 3. Пусть А — целостное нетерово ОР-кольцо. Тогда следующие усло­

вия эквивалентны: (а) А плюккерово, (б) А целозамкнуто, (в) А регулярно, (г) /г-dim Л ^ 2. 
Эквивалентность условий (б), (в) и (г) следует из результатов, полученных в [ I I 

и [4]; (а) =£> (в) так как нетерово плюккерово кольцо регулярно [3]; (б) =Ф (а) является 
следствием теоремы 2. 

Итак , доказана гипотеза, высказанная в [4] Лисснером и Герамитой. 

ЛИТЕРАТУРА 

[1] J . T o w b e r , Complete reducib i l i ty in exterior algebras over free modules, J . Algebra 
10:3 (1968), 299—309. 

[2] Г. Б . К л е й н е р , О плюккеровых свойствах колец, Матем. сб. 84 (126):4 (1971), 
5 2 6 - 5 3 6 . 

[3] A. S i m i s, When are project ive modules free? Queen's Papers in Pure and Appl. Math 
21 (1969), 1—254. 

[4] D. L i s s n e r , A. G e r a m i t a , Remarks on OP and Towber r ings, Can. J. Math 22:6 
(1970), 1109—1117. 

Поступило в Правление общества 25 января 1971 г . 


